CHAPITRE b

LA THEORIE DE CAUCHY

Le but de cette partie est d’établir une formule intégrale pour les fonctions holo-
morphes, c’est-a-dire de montrer que toute fonction holomorphe s’écrit comme l'intégrale
d’une certaine fonction. Nous en déduirons I'analyticité de toute fonction holomorphe et
aurons ainsi montré I’équivalence entre « fonction holomorphe » et « fonction analytique ».

Nous verrons que, pour une fonction donnée, le probleme délicat de I'existence d’une
primitive complexe sur un ouvert de C n’est bien défini que conjointement a la notion de
chemin dans cet ouvert. Nous verrons ensuite de quelle facon la régularité des fonctions
admettant une primitive est reliée a la régularité des chemins considérés.

Nous introduisons d’abord la notion de chemin du plan complexe, puis celle d’inté-
gration le long de ces chemins. Nous étudierons ensuite en détail la relation entre cette
derniere notion et la détermination de primitives pour une fonction d’une variable com-
plexe.

I. Chemins de C

I.1 Classe de chemins

 Définition V.I.1.1 (Chemin). |

Soient I[a,b] un intervalle fermé de longueur non nulle de R, ¢/ un ouvert de C
identifié & R? et v : I — U une application.
(i) L’image v(I) (notée aussi parfois v*) est appelée chemin et v est un pa-
ramétrage du chemin. On confondra souvent v(/), v* et son paramétrage
7.
(ii) Un lacet est un chemin continu fermé c’est-a-dire dont I'extrémité et I'origine

sont confondus : y(a) = v(b).
Un lacet est dit simple s’il n’admet d’autres points doubles v(a) = v(b).

Remarques:
— Si v : [a,b] — U est un chemin, son image im~y = ’y([a, b]) est le chemin géomé-
trique qu’il définit et v est une paramétrisation de im .
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124 La théorie de Cauchy

Figure 1.1.1 — Des fonctions y = f(x) et x = g(y) peuvent étre écrites sous la forme :

(a) Y(t) = ( g(f) ) (b) 7(t) = ( g(f) )

Y Y

~
i
Qupm—F ———— —

Y(a)

Figure 1.1.2 — Chemin de C possédant un point double

— Dire qu’un chemin est sans point double revient a dire que vy est injectif.

Figure 1.1.3 — Lacets
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I.Chemins de C 125

(Lemme V.1.1.2.]

Soient [|a,b] un intervalle fermé de longueur non nulle de R, ¢/ un ouvert de C
identifié & R? et v : I — U une application.
(i) Un chemin est dit continu (resp. continu et C' par morceaux, C') s’il admet
un paramétrage continu (resp. continu et C* par morceaux, C').

(ii) On dit que v est continu et de classe C' par morceaux si et seule-
ment si 7y est continu sur [a,b] et s'il existe une subdivision finie
a=ay < a < ...< ap1 < a, = b de [a,b] telle que 7 soit de classe
C' sur tous les intervalles fermés [a;, a;11], i =0...n —1."

(iii) Deux chemins ¥, : [a,b] — U et 7y, : [c,d] — U sont dits C*-équivalents s'il
existe un C'-difféomorphisme ¢ : [a, b] — [c, d] tel que v, = v, 0 ¢.

Si, de plus, on peut trouver ¢ croissant, on dit que les chemins sont C'-
équivalents de méme orientation.

Y

%/ o \

¢

Figure 1.1.4 — Chemins équivalents

La C'-équivalence et la C'-équivalence de méme orientation sont deux relations d’équi-
valence. On notera 7 et 47 les classes d’équivalence relatives a ces relations.

De plus, en choisissant comme difféomorphisme, une bijection affine de [a,b] dans
[0, 1], tout chemin est équivalent & un chemin dont la source est [0, 1] ce qui simplifiera
les notations.

¢: [a,b] — [0,1] = ¢ [0,1] — Ia,b] (L1.1)

[Déﬁnition V.I.1.3 (Courbe).]

Une courbe est une classe d’équivalence de chemins. Une courbe orientée est une
classe d’équivalence de chemins pour la relation précédente avec ¢ strictement
croissante.

1. Le plus souvent, on dira seulement « C! par morceaux » au lieu de « continu et C* par morceaux ».
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126 La théorie de Cauchy

1.2 Opérations sur les chemins

Définissons deux opérations naturelles sur les chemins :

(Définition V.I.2.4.)

(i) Si~:[a,b] — C est un chemin, le chemin opposé a v est le chemin

v~ : [0,1] — C
t v(a+b—t).

Dans ce cas, im(y~) = im(7).

(ii) Si v : a1, 1] —> C et 72 : [ag,by] — C sont deux chemins tels que
71(b) = 72(c), le chemin juxtaposé”’ v, +; * est le chemin défini sur I'inter-
valle [a1, b + by — as] par

Y [al,bl+b2—a2] — C

" 71 (t) si te [CLI, bl]
72(t+a2—b1) si te [bl,bl+b2—(l2].

Dans ce cas, im(y2 + 1) = im(y2) Uim(1).

Figure 1.2.5 — Juxtaposition des trois chemins 1 : [a1,b1] — C, 2 : [ag, be] — C et
73 : [ag, b3] — C. On obtient ainsi un chemin C! par morceaux

Remarque: On peut aussi composer plusieurs chemins si le point final d’'un chemin est
égal au point de départ du chemin suivant. C’est d’ailleurs de cette maniere que 'on
construit un chemin C' par morceaux dans un domaine.

I.3 Exemples de chemins

(i) Sia,b € Calors v: [0,1] — C est un chemin de classe C', appelé
t (1—t)a+tb
segment orienté [a, b]. Il est de longueur |b — al.

2. ou concaténé, ou somme. . .
3. Dans cet ordre comme pour une composée.
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II.Intégration le long de chemins de C 127

(ii) Pour a et b dans C, le segment [a, b] admet aussi pour paramétrage

v Bl — C
. (B—t)a+ (t—a)b
f—a '

(iii) Si 7' C C est un triangle dont les sommets 2y, 22, z3 sont numérotés dans le sens
trigonométrique, on définit

OT = [z1, 29] U [22, 23] U [23, 21], (1.3.2)

le bord orienté du triangle dont une paramétrisation sur [0, 1] peut étre

v: [0,1] +— C

S
(1 - 3t)2 + 3tz si te o
_ 12
t (2 — 3t)22 + (3t — 1)t2’3 S1 t e 5, 5
. :2 -

(3—=3t)zs+ (3t —2)tzy si te 3 1].

(iv) Pour a € C, r > 0, le cercle orienté de centre a et de rayon r noté plus affinement
Car = a+ C, ou encore plus simplement |z — a| = r est I'image du chemin

v: [0,27] — C '
t a+re™.

Remarque: Les chemins 7, : [0,2n7] — C définis par v,(t) = e’ sont tous des

paramétrisations distinctes du cercle unité.

II. Intégration le long de chemins de C

zZ1
Le probleme consiste a donner un sens a une intégrale complexe / f(2)dz ou z
20
parcourt un chemin v reliant zy a z;. On pourrait, par exemple, considérer le segment

[20, 21] mais le probleme, contrairement a R, c’est qu’il existe « beaucoup » de chemins
reliant 2y & z; dans C. C’est de cette considération est riche de conséquences.

II.1 Intégrale curviligne

On appellera dorénavant chemin une classe de chemin C' par morceaux et a dérivée
bornée défini sur un intervalle [a, b] fermé de R c’est-a-dire que 'on considére une subdi-
vision finie a = ag < a1 < ... < ay_1 < a, = b de [a,b] telle que v soit de classe C! sur
tous les intervalles fermés [a;, a; 1], 9 = 0...n — 1 et telle qu’il existe un réel M tel que
1Y (t)] < M sur [a,b] "

Soient alors ¢ un ouvert de C et f : U — C une fonction continue et v : [a, b] — U
un chemin comme précisé ci-dessus. On peut définir I'intégrale de f le long de ce chemin
en s’'inspirant de la définition de l'intégrale de Riemann d’une fonction définie sur un

4. Ou tout au moins que chacune des dérivées a gauche et a droite de ¥jjq, 4., €xiste pour i = 0...n—1.
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128 La théorie de Cauchy

a t b

Figure I1.0.6 — Intégration le long de ~y

segment réel et a valeur complexes. Pour ce faire, on découpe, pour tout entier naturel
n > 1, Uintervalle [a,b] en n intervalles de méme longueur en utilisant la subdivision

_ —a

(tnk)o<k<n définie par ¢, = a+k—— pour 0 < k < n et on lui associe la suite (1,,)nen
n

définie par :

b—a

n

Vne N*a In = nz_:l f(’)/(tn,k>) (’Y(tn,k+1 - ’Y(tn,k> tn,k+1 - tn,k =
k=0
n—1
= (1)) ((tnkr = tai)Y (tn) + O(tnsss — tur))
k=0

= :Z::(thprl — tn,k)f(’Y(tn,kD’Y/(tn,k) + 0(1)‘

On reconnait une somme de Riemann et il est tout naturel de donner la définition
suivante :

[Déﬁnition V.IL.1.5 (Intégrale Curviligne).]

Soient U un ouvert non vide de C, f : U4 —— C une fonction continue et
7 : [a,b] — U un chemin & valeurs dans .
L’intégrale curviligne de f le long de v est le nombre complexe :

A F(2)dz = / ’ F () (1)t (IL1.3)

En notant a = a9 < a1 < ... < a, = b une subdivision telle que v soit de classe
continue C' par morceaux sur chaque [a;, a;41], i =0...n — 1, on a précisément :

Ai+1

/vf(z)dz = nX__;) / F(v()y ().

5. Cette subdivision est indépendante de la subdivision, finie, ag < ... < a,. Construire une subdivi-
sion sur chaque intervalle [a;_1, a;] & la maniére de Newton-Cotes permettrait de calculer une meilleure
valeur approchée de cette intégrale mais tel n’est pas notre propos ici.
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II.Intégration le long de chemins de C 129

Remarques:
— Cette définition n’introduit donc aucune forme nouvelle d’intégration.
— En pratique cette intégrale curviligne se calcule en posant z = () et dz = ~/(¢)dt

avec ¢ parcourant [a,b] pour z parcourant 7([@, b])

Exemples

1 .
(i) Soient f(z) = = et v : t —> €' une paramétrisation du cercle unité sur [0, 27].

Comme f est holomorphe sur C*, elle y est en particulier continue.

1 2r ] . 2

[ e [ ietdr=i [ dt=2ir

|2]=1 2 0o et 0

(ii) Plus généralement, soient f(z) = 2" pour n € Z, w € C et v = C,,, une paramétri-
sation du cercle de centre w et de rayon r > 0. On a :

/ My — /27r r”emtinremtdt _ i?"n'H /27r ei("+1)tdt _ 0 si n 7§ —1
|z—w|=r 0 0 %r  si o= —1.

(iii) Soient zg € U un ouvert de C et f une fonction continue sur Y. Pour tout z € U,
I'intégrale de f le long du segment [z, z| est donnée par

Plz) = /[1 f)z = (o =) [ (= 0+ ).

Comme on le verra plus tard, la fonction F' est une bonne candidate a une primitive
de f sur U. Sur cet exemple simple, on voit bien ici le réle tout naturel que vont
jouer les ouvert étoilés et plus tard les ouverts simplement connexes.

(a) Segment dans un ouvert étoilé (b) Chemin dans un ouvert simple-
ment connexe

Figure I1.1.7 — Ouverts de C

(iv) Un exemple fondamental : Soit 7 : t — w + re’ une paramétrisation du cercle
de centre w et de rayon r > 0. Un simple changement de variable dans (ii), donne

/_(z—w)”dz:{ X S% n7 -l

2im si n=-—1

1
Ce qui s’écrit en particulier, / dz = 2im. (I1.1.4)

lz—w|=r 2 — W
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130 La théorie de Cauchy

On doit maintenant montrer que cette intégrale curviligne est bien définie, c¢’est-a-dire
qu’elle est indépendante du choix de la paramétrisation de la courbe orientée choisie.

Preuve: Soient v : [a,b] — U et 1 : [ay,b1] — U deux éléments de 77 et ¢ : [a, b] — [a1, b1]
un difféfomorphisme strictement croissant tel que v = 7 o ¢. Il suffit simplement de faire un
changement de variable adéquat :

[ sz = [ s 0

Soient U un ouvert de C, 7 : [a, b] — U un chemin de U et f une fonction continue
sur U.

(i) L_f=—Lf.

(ii) Soient y; et o tels que v = 41 + 2. Alors

Lf=Af+Lj-

Preuve:

(i) Soit v~ le chemin défini par v~ (¢) = v(a + b — t). 1l suffit d’effectuer le changement de
variable u =a+b—1:

/_f(z)dz:—/bf(’y(a+b—t))*y’(a+b—t)dt u=a+b—t
¥ a

— [ 16t i
= [ @) e
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II.Intégration le long de chemins de C 131

(i) Vfa,q = 71 €t Ve,p) = 7V2- La linéarité de I'intégrale de Riemann donne immédiatement le
résultat.

Exemples:

(i) Intégration sur un triangle : Si 7" C C est un triangle dont les sommets sont

notés plus simplement A, B et C' et numérotés dans le sens trigonométrique alors
on a :

L oo TGN = [ fR)z + oy J(E) e+ [ (),

N
ou la notation AB représente le segment orienté AB.

(ii) Intégration sur un polygone : Considérons le polygone ABCD constitué des
deux triangles adjacents Ty = ABD et T, = BC'D. On a

/zm f(z)dz + /8T2 f(z)dz = /aP f(2)dz,

puisque les deux intégrales, parcourues en

sens inverse, /m f(z)dzet [~ f(z)dzsan-
BD DB

nulent mutuellement. Ce résultat , pour-

tant simple, sera fondamental pour la dé- Figure I1.1.8 — Intégration sur un poly-
monstration du théoreme de Cauchy-Goursat gone
V.I1.3.17.

(iii) Intégration sur un maillage : D’'une maniere générale,

[Lemme V.IIL.1.8 (Intégration sur un maillage).}

Soit U un ouvert, f € H(U) et I' C U une partie de U dont la frontiere oI
est continue, C' par morceaux et entierement contenue dans U.

Silh= U I'; ou les I'; forment une partition® de T' dont les frontieres OI;

1<i<n
sont continues, C ! par morceaux alors

n

/ar f(z)dz = Z/ f(2)dz.

i=1 /oL

Le lemme indique simplement qu’en parcourant toutes les frontieres des éléments
dl';, chaque aréte intérieure est parcourue deux fois dans deux sens opposés. En
effet deux sommets voisins, définissent une aréte qui est commune a deux éléments
et deux seulement disons I'; et I';. Lorsque I'on somme les intégrales sur tous les
¢léments du maillage, les deux intégrales sur l'aréte commune s’annulent.

On fait ici la méme remarque que précédemment : ce résultat sera fondamental pour
la démonstration du théoréeme de Cauchy homotopique (V.IV.2.31) page 153.

6. On dit que la famille {T';, 1 <4 < n} forme un maillage de T
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132 La théorie de Cauchy

Figure I1.1.9 — Intégration sur un maillage

La définition méme de l'intégrale curviligne en V.II.1.5 montre une relation entre
I'intégrale d’une fonction le long d’un chemin et la longueur de ce dernier, lorsqu’elle est
bien définie, ce qui est le cas pour les chemins par morceaux. Précisons ce lien, ce qui
nous servira pour des majorations futures :

[Déﬁnition V.I1.1.9 (Longueur d’un chemin).]

Soit v : [a,b] — U un chemin C' par morceaux. La longueur de vy est définie par

l(v) = /ab v (8)dt.

Cette longueur ne dépend pas du paramétrage et elle est finie.

, s e s / . ,
Preuve: v étant C' par morceaux, sa dérivée v’ est continue sur le compact [a, b] donc bornée
et on a

b
[ 1 @ldt < b~ alsup |

La longueur est donc finie

Soit maintenant, une autre paramétrisation y; de vy, de méme orientation et ¢ : (a1, bi] — [a, ]
un difféomorphisme strictement croissant tel que 3 = 7 o ¢. En particulier, ¢’ > 0 sur [ay, b1].
Le méme raisonnement qu’en V.I1.1.6 conduit a

b1 b1 b
o) = [ " piwee= [ dwdt = [ 1 @lds = ).

Si ¢ est décroissant alors by < aj et ¢ < 0 sur [by,a1]. De plus, v et v, sont d’orientation
opposés. On utilise encore V.I1.1.6 :

o0 = [ phwlar= - [

1 ai

v(4(1))

v(8(1))

St =, [P (s)las =)

Exemples:
¢ Considérons C,,, un cercle de centre w et de rayon 7 > 0. On a :

2 .
/ vl = / jire*
|z—w|=r 0
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II.Intégration le long de chemins de C 133

On retrouve (heureusement) la formule du périmetre d'un cercle ce qui légitime (s’il
en était besoin) les choix des notations faites au chapitre 4 page 87.
o Pour un segment [zo, 21| paramétré sur [0, 1] par y(t) = 2o + (21 — 20)t, on a :

1
[ W= [ e = zldt = | - =),
[20,21] 0

Les notations et définitions sont donc cohérentes *.

[Proposition V.I1.1.10 (Estimation Standard).]

Soient & un ouvert de C, 7 : [a, b] — U un chemin C* par morceaux et f : U — C
une application continue sur U.

‘/Wf(z)dz

<sup |f| x £(). (I1.1.5)

Remarques:
— La fonction f n’a besoin d’étre continue que sur le support de v c¢’est-a-dire 'y([a, b])
— de plus, comme 7 est continue et [a, b] compact, le dit support est aussi compact. La
fonction f, continue sur 7([@, b]) y atteint donc ses bornes d’apres le théoreme des
valeurs intermédiaires : le sup apparaissant dans (I1.1.5) est donc un simple max.

Preuve: C’est une conséquence immédiate de la définition et des propriétés élémentaires de
I'intégrale :

[ s

f(2)dz

—

b
<swpl ] [ p(0)ar

= sup [f[ x £(7).
v

~{Corollaire V.II.1.11.)

Soient v un chemin C* par morceaux de C et (f,)nen une suite de fonctions conti-
nues sur im -y convergeant uniformément vers f sur ¢m-y. Alors,

lim Lfn(z)dz:[yf(z)dz.

n——+00

Preuve: 11 suffit d’appliquer (I1.1.5) a la suite de fonctions f — f, :

7. Pour peu que 'on en douta.
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134 La théorie de Cauchy

[ (1) = ful))dz| < suplf = fal x €07)
¥ v

La convergence uniforme de f,, vers f finit le travail. ]

On remarquera que cette proposition est encore valable si la suite (f,,)nen ainsi que sa
limite sont continues sur un ensemble au moins connexes par arcs.

II.2 Recherche de primitives

Le théoreme fondamental du calcul différentiel dans R exprime le fait que chaque fonc-
b
tion continue f : [a, b] — R possede une primitive F'(z) et que / f(t)dt = F(b) — F(a).

Nous allons étudier si ce résultat reste vrai dans C.

| Définition V.IL.2.12 (Primitive).

Soit une fonction f : U — C définie sur une ouvert de C. On dit que f admet

une primitive complexe F' sur U §’il existe une fonction holomorphe F' : U — C
vérifiant F' = f sur U.

Exemples:

1
(i) Pour tout n # —1, n 1z"+1 est une primitive de 2" sur C.
n

(ii) cosz est une primitive de —sin z sur C.

(i) > C:qj ] (z—29)"*" est un primitive de Y _ a,(z—2p)" sur son disque de convergence.
n

De I1.11.2.4 page 42, on déduit immédiatement, comme sur R :

(Lemme V.I1.2.13.]

Si 'ouvert U est connexe et si f : U — C est holomorphe et admet des primitives,
alors deux primitives de f sur ¢ different d’une constante.

On se donne donc un ouvert & de C et une fonction continue sur . L’intégration
le long des chemins de U permet d’énoncer des conditions nécessaires, puis suffisantes,
d’existence de primitives de f sur I'ouvert U. premier résultat est une condition nécessaire
d’existence.

Chaque qui I'en sera fait mention, on considérera des chemins v : [a,b] — U tracés
sur U C' par morceaux.
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Preuve: Soient v : [a,b] — U un chemin et F une primitive de f sur U. D’apres [1.11.1.3 page
42,

(For)/(t) =+/(t) x F(3() = 7/(t) x £ (+(1).
D’ou
[ sz = [ 16010 = [ (Forywa
= F(v(b)) — F(y(a)).

Comme F est continue sur ¢m -y, la deuxiéme partie du théoreme est claire avec y(a) = v(b).

Exemples:

i) Pour tout lacet v continu et C' par morceaux de C,
Y

VneZ, n#—1, /z”dZZO.
¥

1 1
(ii)) Comme /| I —dz = 2im # 0, la fonction z — — n’admet pas de primitive sur C*
z|I=1 2 V4

et plus généralement, z — n’admet pas de primitive sur C\ {w}.

Le théoréme suivant montre que la condition (I1.2.6) est aussi suffisante pour 'exis-

tence d’une primitive sur un ouvert convexe °.

8. Méme si 'on en n’a pas l'utilité ici, on pourrait aisément montrer ce théoréeme dans le cadre plus
général d’un ouvert étoilé. Le prolongement que nous ferons plus loin aux ouverts simplement connexes
englobera le cadre de ces ouverts.
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136 La théorie de Cauchy

Plus généralement, on dit que f admet une primitive locale au voisinage de chaque
point de U, si pour tout zy € U, il existe un voisinage ouvert V,, de 2z, contenu dans U
dans lequel fjy, possede une primitive.

Bien entendu, si f posséde une primitive dans U, elle possede une primitive locale au
voisinage de chaque point de U, mais la réciproque est fausse en général. L’exemple le

plus simple consiste a prendre U = C* et f(z) = —. Nous savons déja qu’elle ne possede

pas de primitive dans U et pourtant le théoreme V.I1.2.15 montre qu’elle admet une
primitive locale au voisinage de chaque point de U.

Preuve: Soit w € Y. Comme U est convexe, il contient le segment |w, z] pour tout z € U, la
fonction F' est bien définie. Considérons zp € U et z dans un voisinage de zg. Par convexité, le
triangle plein et fermé

T= | w1 —1t)z+1tz],
0<t<1

est inclus dans ¢. Comme défini en (I.3.2), on a :

0T = [w, 2] + [2, 20] + [20,w].

Figure 11.2.10 — Condition suffisante d’intégrabilité dans un ouvert étoilé

Par hypothese, on a / f()ds = 0, c’est-a-dire
oT
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/ f(s)de =0
[w,z]+[2,20]+][20,w]

/ f(S)ds + / f(s)ds + f()ds =0
[w,z] [2,20] [z0,w]
F(z) + /[z,zo] f(§)ds — F(z) =0
@) - Fleo) = [ f(0)ds

[ZO ,Z}

=A;4ﬂm»+q@»—ﬂ%»ﬁ
= f(20)(2 — 20) + (f(s) = f(z0))ds

[ZO 7Z]

Or, d’apres (11.1.5),

[ () = f(z0)ds| < sup [f = f(z0)] x |2 = 20| ==+ 0,

[ZO 7Z} [ZO 73]

par continuité de f sur le compact [zo, 2] c’est-a-dire que / (f(s) = f(z0))ds = o(z — z0p).
[2073}
On a donc bien montré que

VzeV,, F(z)—F(z20)=f(20)(z—20)+0(z—20)-
Comme f est continue sur U, la fonction F' est donc C-différentiable en tout point zy de U

avec F'(29) = f(20). [

Il n’est pas toujours pratique de considérer un triangle sur lequel intégrer f. on utilise
souvent, en pratique, une forme affaiblie de V.I1.2.15 :

r—(Corollaire V.II.2.16.}

Soit U un ouvert convexe C.
Si, pour tout lacet v continu et C* par morceaux dans U, on a / f(2)dz = 0 alors
8!

f admet une primitive dans U, par exemple, F(z) = f(s)ds.

[w,2]

I1.3 Le théoreme de Cauchy

Nous n’avons jusqu’a maintenant pas utilisé la notion d’holomorphie dans le probleme
de la construction de primitives. En particulier, dans le paragraphe précédent, les fonctions
considérées étaient seulement supposées continues. Nous allons voir ici comment la notion
d’holomorphie permet d’assurer que les intégrales le long de chemins fermés sont nulles,
ce qui est le premier pas vers I'invariance des intégrales par déformation des chemins, que
nous verrons plus tard.

Commencons par les conditions les moins contraignantes et limitons-nous au cas des
triangles, pour lesquels 'élégante démonstration de Goursat’ permet de donner un sens

9. En toute légitimité, la preuve de Goursat s’appuie sur des rectangles. L’idée d’utiliser des triangles
qui rend la preuve directement applicable a des domaines étoilés vient de Pringsheim. L’originalité de la
méthode de Goursat est en fait de se libérer de la condition « f’ continue »dans la démonstration initiale
de Cauchy en utilisant la complétude de C.
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au découpage infini de triangles en sous-triangles si souvent utilisé dans les ouvrages de
physique dans des contextes analogues. Notons que ’argument ultime de la démonstration
repose sur la complétude du plan complexe et en fait une belle application de cette notion
de topologie.

Preuve: Il est clair qu'il suffit de se limiter au cas ou S est réduit & un singleton S = {a}.
Considérons un triangle T contenu dans U :
(i) Commengons par supposer que a ¢ T c’est-a-dire f holomorphe sur tout un ouvert V

contenant 7.
A Taide des milieux de chacun des c6tés, on découpe 1" en 4 triangles semblables d1, s,

03 et d4 mais d’aire 4 fois plus petites.

Figure I1.3.11 — Découpage du triangle T lorsque o« ¢ T

Remarquons que I'un au moins de ces 4 triangles, nommée T}, vérifie

\ f(2)dz <4\ f(2)dz
oT o1y
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(i)

En effet, dans le cas contraire, nous aurions

4
<Y
=1

/8T f(2)dz /5 f(2)dz| < 4><% ’/an(Z)dZ

On construit alors, par récurrence, a partir de T} une suite (7, ),en de triangles vérifiant :
Vn e N¥,

ce qui est absurde.

(z)dz| < 4" f(z)dz

0Ty

L
On a, de plus,

0AT,) = %E(@T) ot diam(T,) = 4in diam(T),

c’est-a-dire que la suite (7}, ),en, ainsi construite est une suite décroissante pour I'inclusion
de fermés dont le diametre tend vers 0. D’apres le théoreme [.11.2.4 page 11 dans C complet,
I'intersection de ces triangles est réduite a un point zg € T'.

Utilisons maintenant la C-différentiabilité de f en 25 € V :

VzeV(z), [f(z)=f(20)+ f(20)(z = 20) +e(2)(z — 20),

ol € est une fonction continue sur tout voisinage de zg et telle que li_>m e(z) = 0.
z—20

dz + f'(20) /8T (z — z0)dz + - e(2)(z — 20)dz.  (IL.3.7)

| 1@z = fz0)
0Ty

Ty,

Les deux premieres intégrales de (I1.3.7) sont nulles d’apres V.I11.2.14 car les fonctions 1
et z — zg possedent une primitive sur Y.

Par continuité de ¢ en zg, pour tout £ > 0 il existe un §(¢) > 0 tel que |z — zp| < ¢ entraine
le(2)] < e. Pour n suffisamment grand pour que T;, C D(z,0), on a alors :

. f(z)dz| < 4" /BTn e(2)(z — 20)dz

< 4" x e x max |z — 2| x £(0T,)
z€T

4" x e x diam(97T},) x £(0T})
diam(97T") x £(0T) xe.

Constant

<
<

Le dernier terme de (I1.3.7) n’a donc d’autre choix que d’étre nul. On a donc prouvé que

/BT f(z)dz =0.

Si « est un des sommets de T', on le découpe en trois triangles T, T et T, o étant un
sommet de T, € arbitrairement petit. On a alors, les bords étant toujours orientés,

/f(z)dz: f(z )dz+ f dz—l—/ f(z
oT o1y

D’apres (i), comme 717 et Th ne contiennent pas «, les deux premiéres intégrales sont nulles
et la derniere peut étre rendue arbitrairement petite grace a la majoration

f(z)dz

\ < 00T sup |1,
oT: T

et a la continuité de f sur le compact 07x.
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Figure I1.3.12 — Découpage de T lorsque o est un sommet

T;

Figure I1.3.13 — Découpage de T lorsque a appartient a I'intérieur de T

(iii) Si « est intérieur & 7', on commence par découper T' en trois triangles délimités par les
sommets de T' et «. Il suffit alors d’appliquer le méme raisonnement (trois fois) qu’en (ii).

(iv) Enfin, si « est un point arbitraire de la frontiere 9T, on découpe le triangle T' en deux
triangles de sorte que « soit un sommet de chacun des deux triangles et on se retrouve
encore dans le cas (ii).

Nous sommes maintenant en position de démontrer le résultat principal de ce chapitre.
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Figure I1.3.14 — Découpage de T lorsque o appartient a la frontiére de T’

Preuve: Comme f est holomorphe sur U/ (sauf en un nombre fini de points qu’il suffit d’éviter),
son intégrale est nulle le long de tout triangle T inclus dans U d’apres V.I11.3.17. D’apres V.I11.2.15,
on a donc immédiatement (i) et (ii).

Pour démontrer (iii), il suffit d’appliquer (ii) au lacet v =1 + 75 .

Remarques:

(i) Le théoreme V.I1.3.18, ainsi que les autres propositions précédentes se réécrivent
aisément dans un ouvert U seulement supposé étoilé de centre, disons w pour faciliter
les notations. Le centre w sera alors naturellement choisi pour la définition de F.

(ii) L’assertion (ii) est une ample généralisation du théoreme de Cauchy-Goursat V.11.3.17
qui nous disait que l'intégrale le long du bord d’un triangle était nulle pour toute
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Figure 11.3.15 — Deux chemins de mémes extrémités forment un lacet

fonction holomorphe dans un voisinage du triangle plein.

Par exemple il s’applique aux rectangles dont les bords ne sont pas paralleles aux
axes, ou aux parallélogrammes, ou aux rectangles en général, triangles, aux hexa-
gones, aux ellipses, aux ovoides quelconques, en fait a n’importe quoi, a partir du
moment que 'on peut trouver un ouvert étoilé incluant la figure et son bord et sur
lequel la fonction est holomorphe.

Sans conditions sur I'ouvert U, I’énoncé du théoreme de Cauchy n’est pas correcte.
En effet, si le théoreme s’applique en particulier aux disques, aux demi-plans ou a
I'ouvert C \ R_ qui entre en jeux dans la discussion du Logarithme qui sont des
ouverts étoilés sur lesquels toute fonction holomorphe admet une primitive holo-
morphe, ce n’est pas le cas de 'ouvert &Y = C \ {0}. On verra plus loin que la
question de 'existence des primitives est naturellement liée a une classe plus large
d’ouverts : les ouverts simplement connexes.

1
Considérons, par exemple, la fonction f : z —— — sur Y = C*. La fonction

F : z — Log z est une primitive sur le domaine étoilé C\ R_ mais pas sur Y. Pour
le prouver 'V, il suffit de vérifier, par exemple, que la condition nécessaire V.I1.2.14

n’est pas satisfaite pour le chemin () = e” qui est un exemple trés important
d’une intégrale le long d’'un lacet donnant un résultat non nul :
dz
/ — =2
lz|=1 %

(iii) L’assertion (iii) indique que si U est étoilé ou convexe et a et b sont deux éléments de
U alors pour toute fonction f holomorphe sur U on peut parler (sans autre précision)
de 'intégrale de f de a a b puisqu’elle ne dépend pas du chemin suivi pour aller de a
a b. On verra que cette remarque peut s’étendre aux ouverts simplement connexes.

Le diagramme ci-desous illustre la suite d’implications que nous venons de démontrer.
On le completera au fur et & mesure de notre avancée.

10. encore!
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V.I1.2.15
f=0 f admet une primitive sur U
oT
V.I1.3.17 1‘[ Jl V.I1.2.14
f est holomorphe sur U L, f=0

[T1.1.4.12 page 68 “

f est analytique sur U

Comme tout point d’'un ouvert possede un voisinage convexe (donc étoilé) contenu
dans l'ouvert, par exemple un disque, nous en déduisons un résultat local d’existence de
primitives pour des fonctions holomorphes.

Soient U un ouvert de C et f une fonction holomorphe sur ¢. Alors, pour tout point
2o € U, il existe un voisinage ouvert V,, de zy sur lequel f admet une primitive.

1
Exemple: La fonction z —— — définie sur louvert Y = C* admet une primitive au

voisinage de tout point de U.

A ce stade, on peut déja introduire la célebre formule intégrale de Cauchy. La dé-
monstration donnée ici est plus proche dans I'esprit a celle que fit Cauchy en son temps.
En passant sur le coté historique, elle met en ceuvre des idées que nous redévelopperons
plus tard, notamment dans la maniere de découper et faire glisser les chemins autour des
singularités.

f(s)

Preuve: Soit z € U fixé. La fonction ¢ — ~— est holomorphe sur ¢/ \ {z}. On doit donc oter
c—z

ce point « chirurgicalement ».

Soient w, le centre du domaine étoilé et a la projection de z & partir de w sur OU. "' Le
domaine U* = U \ [z, a] est donc étoilé pour le méme centre w.

La continuité de f : ¢ — f(s) en z implique que pour tout £ > 0 il existe un n > 0 tel que
[£(c) = f(2)] < e des que [¢ — 2| < 7.

11. si z = w, on choisit pour a un point arbitraire de OU.
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Figure 11.3.16 — Formule intégrale de Cauchy

Notons 5 le cercle de centre z et de rayon n et o un segment joignant § a a. Nous allons
démontrer que

/ - z f f(z) x /B g_lzdg +O0(e) = 2im f(2) + O(e). (I1.3.9)

Pour montrer la premiére egahte considérons le chemin § = v+ o —  + o~ . D’apres
V.I1.3.18.(ii), on a :

. f(s) de

§S6 — %

(s) f(s) f(s) f(s)
/c—z ot /c—zngr gc—zd +/cr<—zd<
/L S = fg)dc.
yS T2 BS—2

La deuxiéme égaiité se déduit de la continuité de f et de (I1.1.5). En effet, on a tout d’abord,

s f = [

< swp |f(5) — f(2)] x sup
ls—z|=n [s—z|=n

0 :

1
x L(f) < e=2mn = 2me.
¢—z n

1
Sachant depuis (I1.1.4) que / ——d¢ = 2im et le réel € ayant été choisi arbitrairement petit,
BS— %

on a donc démontré le théoréme on faisant tendre ce dernier vers 0. [}

Toute la magie de cette démonstration réside dans le fait d’avoir pu contourner la
singularité au point z en déformant suffisamment le contour de U pour éviter celle-ci.
Ceci fait, le théoreme de Cauchy V.I1.3.18 appliqué au lacet  donne le résultat. Cette
notion de déformation, continue, des chemins s’appelle une homotopie . La section V.
page 149 montrera comment le théoreme de Cauchy V.I1.3.18 s’insére tout naturellement
dans ce cadre.

Le pouvoir extraordinaire de la formule de Cauchy (I1.3.8) réside dans le fait que

.Toutes les belles

la variable z a gauche se retrouve a droite dans la simple forme
c— 2z
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propriétés de cette derniere fonction se transmettent, a travers l'intégrale, a n’importe
quelle fonction holomorphe. Elle va nous donner une suite de conséquences surprenantes.
Mais étudions la tout d’abord et tout particulierement :

III. Indice d’un lacet par rapport a un point

Nous introduisons ici la notion fondamentale d’indice d’'un chemin fermé. Celle-ci
illustre parfaitement la maniere dont la théorie de l'intégration de Cauchy fournit en
retour des résultats d’ordre topologique sur les chemins du plan complexe. La formule de
Cauchy [11.2.11 est une conséquence immédiate de la définition de I'indice et du théoréme
de Cauchy-Goursat V.I11.3.17.

III.1 Indice et composantes connexes

 Définition V.ITL.1.21 (Indice). |

Soit 29 € C et v : [a,b] — C un lacet continu et C' par morceaux, tel que
20 & 7([a, b]) On pose alors

1 dg
Tl :—/ .
A 20m Jy S — 2

qui est I'indice du lacet v par rapport au point zj.

[Proposition V.III.1.22.]

Avec les notations précédentes, 'indice vérifie :
(1) IIICLY 2o € 7.

(i) Pour tout r > 0, le lacet 7, : t € [0,27] — 2 + re™
Ind,, 2o = n.

" a pour indice

(iii) La fonction zg — Ind, zy est constante sur les composantes connexes de
C\ ([a, b]) et nulle sur 'unique composante connexe non bornée de C\ ([a, b])

(iv) Si v et ¥ sont deux lacets de méme origine, alors

Ind,, 4+, 20 = Ind,,;, zp + Ind,, 2o

Preuve:

(i) Comme e“ = 1si et seulement si w € 2inZ d’apres [V.11.5.5.2 page 101, il suffit de montrer
que exp (2im Indy zp) = 1 pour tout z € C \ im~.
Par définition, pour tout chemin v : [a,b] — C continu C! par morceaux,

1 ()
Ind, 2z = — | ————dt.
N = o /a v(t) — 2o

Pour t € [a, b], on définit la fonction
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o(t) = exp </at fy(’ty)/(i)zgds) )

1l suffit alors de montrer que ¢(b) = 1. Sauf peut étre sur un ensemble fini > S C [a, ],

¢(t) = ———o(t).

puis
¢' () (7(t) — 20) — ' (s)(t) =0,

(1)

(1) =z
nulle sur [a,b] \ S, ot S est fini, ¢’est donc une fonction constante d’apres 11.11.2.4 page
42.

Le chemin v étant fermé, v(a) = v(b) entraine ¢(b) = ¢(a) = 1.

qui est le numérateur de la dérivée de la fonction ¥ : ¢ — . Cette dérivée est

(ii) Un calcul direct fournit le résultat :

1 s int
Ind,, 2 = 53— /0 o it = n. (I11.1.10)

reint

(iii) La fonction zy — Ind, zo définie en (II1.1.10) est continue sur C\ ([a,b]) d’apres les
théoréme sur les intégrales a parametres dont U'intervalle d’intégration est compact. Elle
est, de plus, & valeurs dans Z donc constante sur chaque composante connexe de C\ ([a, b])
d’apres [.IV.1.20 page 20.

/ dz

De plus

x 0(7). Dot

< sup
5

2€ ‘Z - ZO’

. dz
lim
|z0|—+o00 Jy 2 — 20

=0.

Sur la composante non bornée de C\ ([a,b]), I'indice est donc nul.

Figure II1.1.17 — Indice d’un point par rapport a deux lacets de méme origine

(iv) Il suffit de composer les lacets avec 71 (b) = y2(a) et appliquer V.I1.1.7.

Exemple: Une conséquence de (ii) et (iii) est que pour tout paramétrisation orienté d’un
cercle de centre zp, on a :

12. en chaque point de raccordement a; de la subdivision de [a,b] ol v n’est pas dérivable tout en
restant continu.
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1 si |z—2z|<r

De maniere plus générale,

- (Définition V.II1.1.23.)

Si v est un lacet simple, on pose

Int(y) = {z € C/|Ind, 2| > 1},
Ext(y) = {z € C/|Ind, 2| = 0},

S’il semble clair qu’un cercle du plan complexe partage ce dernier en deux composantes
connexes dont 'une est bornée (I'intérieur du cercle) et 'autre pas ('extérieur), ce n’est
pourtant pas si évident '* que cela & démontrer. On le doit & Jordan :

C = Int(y) U~y" U Ext(7).

L’assertion V.II1.1.22.(ii) montre que si v : [a,b] — C est un chemin fermé et si
2o € im~y, l'indice de  par rapport a zo est le nombre de tours décrits par y(t) autour
de zp quand ¢ parcourt [a, b], ¢’est-a-dire encore la variation d’'une détermination continue
de I'argument de v entre ses deux bornes. Pour le voir, ramenons le point zy a 'origine
et considérons le lacet 7 : [a, b] — C donné sous sa forme polaire v(t) = p(t)e?®® ot les
fonctions p et # sont des fonctions réelles de classe C'. Calculons alors l'indice de 'origine :

1 b A i6(t) : / i6(t)
Ind, 0= - / PO +ipt)0'()e™
17T Ja

(D)
Lo o)
= %/a (p(t) + 10 (t)) dt
= %(111 p(b) — In p(a)) + %(9([)) _ H(a)). or p(a) = p(b)

_ %(9(()) ~ 0(a).
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Figure II1.1.18 — Calcul de 'indice d’un lacet

L’indice est donc bien égal au nombre de tours de la courbe autour de O.

En pratique, pour calculer I'indice d’une courbe par rapport a un point, on ne calcule
pas d’intégrale mais on utilise le fait que la fonction indice ne varie que de +1 lorsque
I'on franchit v*. Il est alors possible de calculer la valeur de I'indice de proche en proche
en tenant compte de l'orientation locale du chemin et en se souvenant que Ind, z = 0 si
z appartient a la composante connexe non bornée du complémentaire de v*, du moins si
ce complémentaire n’a qu'un nombre fini de composantes connexes et si 7 ne parcourt
aucun arc plus d’une fois.

I11.2 Formule intégrale de Cauchy avec indice

Nous somme maintenant en possession de tous les outils nécessaires pour s’attaquer a
I’analycité des fonctions holomorphes et a toutes les élégantes propriétés qui en découlent.
La formule de Cauchy ci-dessous fut la plus grande contribution de Cauchy a ’analyse
complexe. Suffisamment grande pour qu’on la redémontre ici d’'une maniere plus efficace
a I'aide du théoreme de Cauchy-Goursat V.I1.3.17.

Remarque: Une premiére analyse de la formule (I11.2.11) indique qu’une fonction holo-
morphe est fortement influencée par son comportement au bord. Observation déja confir-
mée par le principe du maximum [I1.111.3.28 page 83 et que confirmera la propriété de la
moyenne VI.IT1.4.21 page 176. Preuve: soit z € C\ 7* et définissons la fonction g sur U par

13. méme tres difficile!
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— 2z
/(z si ¢=z.

f(s) — f(2)
g(c) = { S
f

Par définition de la dérivée, g est donc continue sur U et holomorphe sur U\ {z}. Elle remplit
donc les conditions du théoreme de Cauchy-Goursat V.I1.3.17. D’ou, en substituant :

Q;TAg(c)d<=0
Lo fle)—flz),
2i77/yg—z dc=0
L1 fe) , _ f(») 1
2ir Wc—zdg_ 2 [yg—zdg
17 f)

ds = Ind, z.
S 7(_2g f(z) x Indy 2

On notera au passage 'intérét de ’énoncé de V.I1.3.17 autorisant les fonctions a ad-
mettre des points singuliers en nombre fini.

La section suivante est le point central de la théorie de Cauchy. Elle montre comment
se libérer de la condition « convexe » voire « étoilé » sur 'ouvert U/, pourvu que le chemin
considéré soit homotope '* & un point dans Y. Les hypothéses restrictives seront alors
reportes sur les chemins considérés et non sur I'ouvert.

IV. Théoréeme de Cauchy homotopique

L’extension de la formule de Cauchy dans le cadre des ouverts non convexes nécessite
des hypotheses topologiques, que I’on peut formuler en termes de « déformation continue »
des courbes.

O

Figure IV.0.19 — Déformation continue d’un lacet en cercle

14. pour l'instant qui peut se déformer continument jusqu’a. . .
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IV.1 Homotopie

 Définition V.IV.1.27 (Homotopie). |

Soit U C C un ouvert et v, 71 : [a, b] — U deux chemins continus continus définis
sans perte de généralités sur un méme intervalle.

(i) On dit que 7o et y; sont homotopes dans U s'il existe

H: [a,b] x[0,1] — U (IV.1.12)
(t,S) H(tas> = 75(07

continue des deux variables, dite homotopie de chemins, telle que

Vieab], HE0) =) et H(t1) =) (IV.1.13)

(ii) Si~yp et 1 ont méme extrémité, on dit qu’ils sont homotopes strictement dans
U lorsque l'application H définie en (1V.1.12) vérifie (IV.1.13) et la condition

Vsel0,1], H(a,s)=10(a) =7(a)et H(b,s) =(b) =1(b). (IV.1.14)

(iii) Si 7o et y1 sont des lacets, on dit qu'’ils sont homotopes au sens des lacets
dans U Papplication H définie en (IV.1.12) vérifie (IV.1.13) et la condition

Vse[0,1], H(a,s)=H(b,s). (IV.1.15)

)

(a) Homotopie libre (b) Homotopie stricte

Figure IV.1.20 — Homotopies de lacets

Remarques:
— La condition « dans U » est essentielle pour définir I’homotopie : deux chemins
peuvent étre homotopes dans U et ne pas I'étre dans U \ {z} par exemple.
— La condition (IV.1.15) n’est qu'une reformulation de IV.1.14 dans le cas des lacets,
c’est-a-dire
Vsel0,1], t+— H(s,t) est un lacet.

Exemples:
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(i) Tout chemin de U ouvert est homotope a un point dans U.
(ii) Dans C deux chemins 7,71 : [a, b] — C continus sont toujours homotopes. 11 suffit
de prendre

(a) Homotopie libre (b) Homotopie stricte

Figure IV.1.21 — Homotopies de chemins

(iii) Dans C tout lacet est homotope au cercle unité D(0,1), lui-méme homotope & un
point (0, par exemple).

H:(t,s) €10,27] x [0,1] — H(t,s) = (1 — s)e"

est une homotopie de lacets dans C du cercle sur 0.

Figure IV.1.22 — Dans C, deux lacets sont toujours homotopes entre eux et a un point

(iv) Dans une couronne '”, deux chemins continus ne sont pas nécessairement homotopes.

[Proposition V.IV.1.28.J

L’homotopie de chemins, I’homotopie stricte de chemins, et I’homotopie de lacets
sont des relations d’équivalence dans I’ensemble des chemins continus de U.

Preuve: On démontre la propriété pour des chemins homotopes. Le raisonnement est identique
pour 'homotopie stricte et ’homotopie des lacets.

15. ou plus généralement, sur un ouvert non simplement connexe ... mais nous verrons ¢a plus loin.
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(i) 71 et 72 sont homotopes mais pas de
méme orientation.

(ii) ~y3 n’est homotope ni & 7, ni a 7,.
(iii) 3 est homotope & z; mais pas 71, ni ys.

(iv) 71 et v sont homotopes aux deux fron-
tieres C,. et Cr mais pas v3.

(v) Aucun des chemins 71, 79, 73 pas plus
que z; n’est homotope a zj.

Figure IV.1.23 — Homotopie dans une couronne

(i) La relation est trivialement réflexive.

(ii) si 79 est un chemin homotope & un autre nommé ~; alors il existe une application
H : [a,b]x[0,1] — U continue vérifiant (IV.1.13). Sion pose H définie par H(t,s) = H(t,1—s),
H est continue sur [a,b] x [0,1] est vérifie H(.,0) =1 et H(.,1) =71 : 71 est homotope
a 7o, la relation est symétrique.

(iii) Si o et 71 sont homotopes, 1 et 2 aussi d’homotopie respective H; et Hy alors 'appli-
cation H définie par

Hy(2t, s) si te

P
— N

Vsel0,1], H(ts) =
Hi(2t—1,s) si te

I

N | =

est continue sur [a, b] X [0, 1] et définie une homotopie de g sur 2. La relation est transitive.

La relation d’homotopie sur les chemins est donc bien une relation d’équivalence. [ ]

On peut alors définir correctement 1'homotopie sur les classes d’équivalence avec
conservation de l'orientation comme en V.I1.1.6 page 130 :

[Déﬁnition V.IV.1.29 (Classes de chemins homotopes).]

On dira que deux classes % et f sont strictement homotopes si et seulement si
Y4 et i contiennent deux chemins g, g; : [a, b] — U strictement homotopes.

Légitimons un peu cette définition : soit H : (¢,s) € [a,b] x [0,1] — H(t,s) € U
'homotopie stricte des chemins go et g;. o )
Pour toute autre paire o, §1 : [@,b] — U de chemins de v x 7, de méme source [a, b],
on a

Jo=¢goo Py et Ggr=giod

ol ¢y, b1 : [a@,b] — [a,b] sont les difféomorphismes associés au changement de variables.
La fonction

A(t.5) = H((1 = 5)ou(t) + s61(0). )
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est continue sur [a,b] x [0, 1] et vérifie

C’est bien une homotopie stricte entre gy et g;.

Preuve: Si ¢ est le difféomorphisme de reparamétrisation avec 1 = 79 o f, on pose
H(t,s) =70 ((1 = s)t + s¢(t)).
L’application H est une bien une homotopie stricte entre vg et ~1. [

Ceci permet de définir 'homotopie pour les classes d’équivalence de chemins avec
conservation de l'orientation. '

IV.2 Le théoréme

Un lacet homotope a un point point est dit homotopiquement trivial.

Preuve:

16. et de ne plus nous occuper de celles-ci.
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(i) Supposons pour commencer que 7y et 1 soient deux chemins continus, C 1 par morceaux
et de mémes extrémités yp(a) = v1(a) et v9(b) = v1(b). On se place donc dans le cadre
de I'homotopie stricte de chemins et on considére 'application H définie en (IV.1.12) et
vérifiant (IV.1.13) et (IV.1.14).

1 b—
Effectuons une subdivision & pas constant — x ? de [a,b] x [0, 1] en posant :
n n
. b
. J b—a (
Vk,je{l,...,n}, 5§ =7 et tr=a+] — o -
j
On définit la suite (H,)npeny comme étant 'interpola- la, ] < 7%
tion affine de H sur tout pavé ’
Iik = [ths tey1] ¥ [55,8541]
- a
par : V (t,s) € L, 0 1

Figure IV.2.24 — Invariance de 'intégrale sur deux chemins homotopes

Halt,5) = 7 [(w = ) (s = OH (tr 55) + (¢ = ) H(ti, 55) )+

b—a
n

(s = s5) ((tk+1 — t)H (t, sj41) + (8 — tr) H (tpt1, st))]

= bi: [(Sjﬂ — 8)(terr — ) H (th, 55) + (8541 — 8)(t — tg) H (tgy1, 55)+

(s = 85)(th1 = ) H (e, 5541) + (s = 85)(t — ti) H (tpt1, 5541

Vn € N, H, est continue sur I = [a,b] x [0, 1]. Montrons qu’elle converge uniformément
vers H sur I.
En remarquant que

(sj41 = 8) (b1 =) + (501 = 8)(E = ) + (5 = 85) (fe1 — 8) + (s — 55)(E — tx) = 5;726‘7
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%)
g

\ N H (b, 5541)

)

H (tps1,5541)

H(t’ ‘5?7'+1 ) -

~
S~
-
L.

H(YL;,.,I . 5‘4/')

Figure IV.2.25 — (H,,),ecn converge uniformément vers H sur [

on a :

n2
[Halt,s) = H(t, )| = 77— |(sj41 = )t = 0)(H(ti, s) = H(t.s))
(51— )t — 1) (H(trs1,5) = H(t.5)
+ (s = 55) (b — 1) (H(tk, 5541) — H(t,5))
+@—%W—%mﬂmﬂmﬁrdﬂmw'
n2
< o (71 = )t =) + (501 = 9)(t — )

(s = 5) (b1 — 1) + (s = 85) (¢ — 1)

X sup ‘H(t’,s’)—H(t,s)|
((t’,s’),(t,s))eljk
= sup ‘H(t', s') — H(t, s)‘

((tlvsl)v(trs))eljk
Or, dans le pavé I, deux points sont nécessairement a une distance inférieure a la longueur
1+ (b—a)
n

d’une diagonale, ici d,, = . D’ou
V(ts) € ik, |Halt,s) = H(t,s)| < swp  |[H(E,) = H(t,s)|
|(t,5)(t,5)| <6n
Soit € > 0. Comme H est une fonction continue sur l’ensemble compact [a,b] x [0,1], elle y est
uniformément continue d’apres le théoréme de Heine 1.111.2.14 page 16 donc il existe un réel
n(e) > 0 tel que
() = (ts)| <n = |HE,s) - H(ts)| <e.
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Fixons alors n suffisamment grand pour que d,, < n. Soit (s,t) € I, il existe j, k € {1,...,n} tels
que (s,t) € Ij;. On obtient alors

’Hn(tv 5) - H(ta S)‘ < e,
et la convergence uniforme de (Hy)nen vers H sur I.
En particulier, pour n suffisamment grand, la continuité uniforme permet aussi d’assurer que
1
sup ‘H(t’,s’) — H(t, s)] < 5 dist (H([a, b % [0, 1]),8U> = D.
|(t,5)~(t,8)| <6

Autrement dit, les quadrilateres T, = (H(tg, s5), H (tkt1, S5), H(tg+1, sj41)H (L, sj41)) sont
inclus strictement dans U, leur bord, formé par les fonctions ¢t — H,(s,t) et s — Hy(s,1), est
continu, C' par morceaux '”. On peut donc appliquer le théoréeme de Cauchy V.IL.3.18.(i1) sur
un voisinage convexe de chaque quadrilatére, on obtient :

Vi ke{l,...,n}, / f(z)dz = 0.
Fj,k

D’apres le lemme V.I1.1.8 page 131, en faisant la somme sur j et k et en tenant compte de
I’orientation, on en déduit :

n—1n—1
Z Z / f(z)dz=0
=0 k=0 "Lk
/ f(z)dz —/ f(z)dz=0
H, (£,0) H (1)
/ F(2)dz = / F(2)dz. (IV.2.17)
H (1,0) H(t,1)

Considérons enfin le chemin fermé
v = [Hn(tmho),Hn(tk,O)} + Y0[t troa]-

Pour n assez grand, le disque (convexe) de centre o(tx) et de rayon D est strictement contenue
dans U et contient +;. On peut donc y appliquer une nouvelle fois le théoréeme de Cauchy
V.I1.3.18.(ii) :

f(z)dz = 0.
’Yk

Puis,

f(z)dz = / f(z)dz.

Y0 Hy(,0)

f(z)dz = / f(2)dz.

Le méme argument montre aussi que /

gat
Finalement, on a montré que :

/%f(z)dz _ /7 F(2)dz.

17. Contrairement aux fonctions ¢ —— H(s,t) et s — H(s,t). Cest ici qu'apparait la nécessité
d’introduire la suite (H,)nen et toute la subtilité de la continuité uniforme sur un compact qui entraine
la convergence uniforme.
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(ii) Considérons maintenant le cas de deux lacets homotopes 7y et 1 et H une application continue
sur I définie par (IV.1.12) et vérifiant (IV.1.13) et (IV.1.15).

Figure IV.2.26 — Invariance de 'intégrale sur deux lacets homotopes

L’application s — H(a,s) est continue, a valeurs dans U ouvert, donc on peut I’approcher
uniformément par une fonction affine par morceaux dont I'image est incluse dans U et telle que
74(0) = H(a,0) et v,(1) = H(a,1). Par exemple '*,

n
b—

Ve [t tor], (t) = a[(tkﬂ—t)H(a,tk)+(t—tk)H(a,tk+1)}.

On peut donc construire un chemin C'-équivalent et de méme orientation que le chemin YatV1+74
qui est strictement homotope a .

D’apres ce qui précede, on a :
dz = d - d d
@z = [ g+ [ gz [ e
= [ f(z)d=.

71

Y0

C’est le résultat espéré et la fin de la démonstration

Remarque: Bien que v, et v, soient supposés continus, C' par morceaux, ’homotopie
H, elle, est seulement supposée continue, d’out la nécessité d’introduire la suite (Hp)nen.

Et dans le cas de I’homotopie libre ?

Attention, dans le théoreme V.IV.2.31, 'expression (IV.2.16) n’est vraie que pour des
lacets ou des chemins strictement homotopes. Il est clair que si elle I’était aussi pour tous
chemins librement homotope, on démontrerait du méme coup que toutes les intégrales sur
C seraient nulles puisque tous les chemins ouverts sont homotopes a un point, donc les
primitives aussi et donc toutes les fonctions holomorphes, ce qui n’est pas.

Le théoreme 1V.2.16 montre que la valeur d’une intégrale curviligne dans C ne dépend
que des extrémités. Le cas des chemins librement homotopes montre, lui, que deux primi-
tives dfferent d'une constante. Montrons-le :

18. C’est exactement le méme raisonnement que pour approcher H par (H,),en mais en plus simple.
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Considérons donc deux chemins homotopes pas nécessairement strictement. En reprenant
les notations précédentes, les applications s — H(a,s) et s — H (b, s) sont continues,
a valeurs dans U.

Figure IV.2.27 — Les intégrales d’une fonction holomorphes sur deux chemins homo-
topes different d’une constante

On construit donc les chemins continus, C' par morceaux 7, et v, comme précédem-
ment. Les chemins v, + 71 + 7, et v sont donc strictement homotopes et on a :

A Gz = f(z)dz

Yat+v1+7,
/70 f(z)dz — /71 f(z)dz = /a f(z)dz — [yb f(z)dz
Constant

f(z)dz — / f(2)dz = 0 et on retrouve

Lorsque 7 et 1 sont strictement homotopes, /
o

Ya
(IV.2.16).
Une des conséquences du théoreme de Cauchy-Gauss V.IV.2.31 est qu’une intégrale

ZB
le long d’un certain contour peut aussi étre noté / f(2)dz ot z4 et zp sont les affixes
zA

des extrémités A et B du chemin puisque l'intégrale ne dépend pas du chemin suivi. On
pourra retenir I'image suivante : finalement, pour une fonction holomorphe dans U, le
chemin est un élastique fixé par deux punaises dans le plan déformable a souhait mais en
restant dans U sans pour autant que les déformations de 1’élastique modifie la valeur de
I'intégrale.

r—(Corollaire V.IV.2.32.}

Soit 2y € C et 7,71 deux lacets continus et C' par morceaux, homotopes dans

U\ {z}. Alors,

Ind,, zo = Ind,, 2.
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Preuve: Il suffit simplement d’appliquer le théoreme de Cauchy homotopique V.IV.2.31 et

Pexpression (IV.2.16) avec f la fonction définie par f(z) = — X

= — et les lacets yp et v1. m
2Qomr oz — 2

IV.3 Simple connexité

[Déﬁnition V.IV.3.33 (Ouvert simplement Connexe).]

Soit U C C un ouvert. On dit qu’il est simplement connexe s’il est connexe et si
deux chemins continus 7y et 7y; de mémes extrémités sont toujours strictement
homotopes.

De maniere équivalente, I est simplement connexe si et seulement si il est connexe
et tout lacet est homotope au sens des lacets a un point.

Intuitivement, un ouvert est simplement connexe s'il est connexe sans trous '’ au sens
de 1.1V.3.29 page 25. Nous allons ici préciser certains points avancés au chapitre 1, section
[V.. La premiere idée est que la simple connexité est un prolongement naturel de la
connexité par arcs. Pour garder une image, s’il est toujours possible de tirer un tuyau
d’arrosage a travers les arbres de son jardin (connexité par arcs), cela est beaucoup moins
évident, une fois revenu a son point de départ de tirer le dit tuyau par la méme extrémité
(simple connexité) sans qu'’il ne s’enroule autour d’un arbre (les trous)

Exemples

o I 00

Figure 1V.3.28  Comtiexe. cotthexe pat ares.  shinplement contexe. étoile. convexe

© QM

Figure IV.3.29 — Connexe, connexe par arcs, simplement-connexe, étoilé, eonvexe

Le théoreme de Cauchy-Gauss peut alors se réécrire dans un ouvert simplement connexe,
les conditions sur les lacets et chemins étant transférées a 1’'ouvert :

19. Lorsque nous verrons U'identification entre CU{oc} et la sphére de Riemann, on pourra plus simple-
ment dire qu’un ouvert de C est simplement connexe si et seulement si son complémentaire est connexe.
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(&

Figure IV.3.30 — Connexe, connexe par arcs, simplement connexe, éteilé, eenvexe

= <

Figure IV.3.31 — Connexe, connexe par arcs, simplement connexe, étoilé, eenvexe

Preuve: Dans U simplement connexe, les chemins de mémes extrémités sont strictement ho-
motopes et les lacets homotopes a un point. Il suffit d’appliquer le théoréeme de Cauchy-Gauss
homotopique V.IV.2.31. [ ]

Donnons enfin un condition d’intégrabilité semblable V.I1.2.15 page 136 mais dans un
ouvert simplement connexe :
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Figure 1V.3.32 — Connexe, connexe par arcs, simplement connexe, étoilé, convexe

Preuve: Soit zp € U. D’apres 1.1V.3.31 page 26, pour tout z € U, il existe un chemin continus
V0,25 C! par morceaux reliant zg & z. On pose alors

F(z) = f(S)ds.
’YZO,Z
Soit alors h € D(0,r) avec r > 0 suffisamment petit pour que le segment [z, z + h] soit inclus
dans U. Soit alors v, ,, un chemin continu, C! par morceaux reliant z + h & zo dans U. Dans
un ouvert simplement connexe, la lacet I' = . . + [z, 2 + h] + 744 , est homotope & un point.
D’ou,

/F f(S)ds =0
/ f(S)ds + f(s)ds + / f(s)ds =0
Vzq,z [2,2+h] Vz+h,zg
F(z) ~ F(z+h) = /[W] F(e)ds
= f(2)h+ (f(s) = f(2))ds
[z,2+h]

La fin de la démonstration est identique & celle de V.I1.2.15, la continuité de f sur le compact

[2, 2 + h] entrainant /[ (f(s) = f(2))ds = o(h) puis

z,z+h]
F(z+h) — F(z) = f(2)h + o(h),

pour tout h € D(0,7) avec f est continue sur Y. La fonction F est donc C-différentiable en tout
point z de U avec F'(z) = f(z). ]

Preuve: On reprend les mémes notations qu’en V.I11.2.26 page 148 et notamment la fonction
g, définie sur U par
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flo)—flz)
) B 21
g9(s) = c—2 a
f(z) si ¢=z.
Comme ~ est homotope a un point dans U et que g remplie les conditions du théoréme de
Cauchy-Gauss V.I1V.3.34, on a :

_ [ =fG),
Lg(g)dq—L ds = 0.

—Z

La fin de la preuve est identique et donne la formule (IV.3.18). [
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